Rozwigzanie

Punktem wy§ciowym tych zada s3 z jednej strony réwnania fizyczne a z
drugiej relacje dczace wielkagci globalne (moment zginggy M z krzywizrg
preta & ).

a) W zadaniu liniowo sprezystym zachodz warunki

0 =Eé&y, &,=KX%, K=——, J, =J(X3)2dF

EJ,’ ’
stad rozkltad napgzen w przekroju pgta ma posta(rys. 1.13b)
0y, = Ek X -E—x Oy, = Mx
11 3 EJ2 3 11 J2

b) W nieliniowo sprezystym przypadku otrzymamy

M ) +
Jlle(é'll)N. £ =KX, K:(mJ , JZ(N +1)=I(x3)N 4F
2 F

stad rozktad napgzen w przekroju pgta ma posta(rys. 1.13c)

B} N AM N2 M)
011—A(K Xs) = AJZ(N +1)(X3) - Op Jz(N +1)
- Mh"

J, W AX3 J>(N +1) W AX3

Mh |/ Mht |/

J2 J,(N +1)
Rys. 1.13b Rys. 1.13c

¢) W zadaniu liniowo lepkosprezystym bedzie
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0,=Eldeg;, €,=kX%;, J,EOdk =M
stad rozktad napgzen w przekroju pgta ma posta

o, =Ed(x X3)=%* E™ . UllzJst

2 2

d) W zadaniu nieliniowo lepkospkzystym zachodzi
0,=¢6, OdA &,=k%, M =J,(N+1)x" OdA

stad rozktad napgzen w przekroju pgta ma posta

N
0, =% kN OdA= x;" M gatedal o, = MOe)S"
J,(N+1) J,(N+1)

Ze wzorow powyszych wynika podobiestwo rozktadow napgeen w
zadaniach  speystych i lepkosprzystych.  Wyznaczymy  jeszcze
bezwymiarowy stosunek nagen wywotanych tym samym momentem w
zadaniach liniowych i nieliniowych

On _ Mxg Ulz(N +1) — J,(N +1) )
N J M N J 3
01 2 X3 2

e) Dla przyrostow napkzen Ao, odksztalcé Ag, krzywizny Ax i
momentéwAM zachodz zwiazki

AM

Ao =E|g)le, As=AKk X3, AK =———
(¢) g 7.E()
stad rozktad przyrostéw nagren w przekroju pgta ma posta

E(e)am M x,
E(E )‘Jz J,

A0, =E(e)ak  x,=
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ZADANIE 1.14.

Nalezy wyznaczy przebiegi namzen normalnych w przekroju
zginanego pita o dwoch osiach symetrii. @¢rwykonano z materiatu nieliniowo
sprzystego opisanego réwnaniem fizycznyme Es — Ag®

A,

Op

va )
< \4 x
m

v
N

) X1 ép

-0p

v

Rys. 1.14
Rozwigzanie
W pierwszej kolejnéci wyznaczymy stat materialova A z warunku, aby

styczna do wykres@e -0 ) w punkcie(o,,s,) byta pozioma

1/2
(ﬂj =E—3A£p2=0_>£p=(£j L A= E2
de -, 3A 3¢,

Podstawiajc

(EJHZ
E=g =| —
P {3A

do réwnania wyjciowego otrzymamy
2( E? 4 E
3(3A 270,

Otrzymalsmy tu dwie zalénosci taczace (£,,0, )z parametren.

Wyznaczymy teraz zateos¢ ~moment - krzywizha M ~x  dla
analizowanych rowna fizycznych. Napgzenie w przekroju wyrgone przez
krzywizne przedstawia gitu rownaniem

46



0 = Ekxg — Alkx,)?
Warunek rownowagi rzutu sit ng o« prowadzi do relacji
N=[odF=0- Ex[xdF ~Ak®[x’dF =0 - EXS,~Ak’Syy =0
F F F
gdzie

S :stdE Sya) :Ixsng
F F

Warunek ten gdzie spetniony tzsamdciowo (S, =Sy =0) w uktadzie
0si (X,, X3 )pokrywapcych s¢ z osiami symetrii przekroju. Warunek rownowagi
sumy momentow nasox, prowadzi do relacji

M = [oxdF =0 - Ex[x°dF - Ak®[x"dF =0
F F F

~ M =Exd, - Ak* 3,
gdzie
3, = [XdF, Iy =[x dF
F F

Znajgc moment M naley wyznaczy krzywizne « i napezenie o z
ukfadu rowna

0= Ekxg = Alkx,)' 1 M = J,EK = 5 Ak°
W pierwszej kolejnéci obliczymy Ex i Ax®

3
Ex = MX3 _UJ2(4) AK3 _ MX3 —0'\]2

Xg J = Xg 2(4) ’ X5 J = Xg 2(4)

Przyrownujc do siebie warkei krzywizny x wyliczone z tych rowna
otrzymamy poszukiwanzaleznosé

-y A
W m ot = lxs()é‘]z - 32(4))J2 E
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Z zaleznosci tej dla znanej warkei momentuM, statych materiatowych oraz
wspoétrzdnej widkna w przekroju memy wyznacz§ rozkiad napgzen
normalnycho .

ZADANIE 1.15.

Nalezy wyznaczy rozktady napgzen normalnycho;; w przekroju pgta

poddanego dziataniu momentu zgitggo. Rozwzania naley przeprowadzi
dla prta o przekroju prostaknym bxh oraz dla rury grednicy wewgtrznej
d i zewrgtrznej D (rys. 1.15a). Materiat, z ktérego wykonanogtpjest
nieliniowo spezysty opisany rownaniem fizycznyrzorlle,sllN

Nalezy przeanalizowa takze przypadek szczegoélny liniowo spysty dla
N =1.

X3

Rozktad
napgzen
normalnycho;
w przekroju
prostoktnym

Rozkfad
napezen
normalnycho;
w przekroju
pierscieniowym

Rys. 1.15a
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Rozwigzanie
Rozktad napgzen normalnycho,; w zginanym pgcie okrela rownanie

o= M N
11 J,(N+1) 3
gdzie
J,(N+1) = [x" dF
F

Zas w przypadku liniowo sgzystym (n=1) rozktad napgzen normalnych
upraszcza gido postaci

J,,—/—X
11 J23

gdzie
J, = [%dF
F

Obliczymy obecnie wartei momentoéw bezwitadioi rzedu (N +1). w
przypadku przekroju prostgthego zachodzi

h/2

J,(N+1)=2b I X" +1dx3=alb(h)N 2,
0

n
2n+1

a, =27

a w przypadku rury

bl 1+N D2 2 a2 1+N d2 2
J,(N+1)=4 ! X3 (T—ng dy—4£ X3 (T_XSJ dy

Po podstawieniu nowych zmiennych

_2X%g
D 1

_2X

By r

B,

wyliczymy poszukiwag catke
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D

d N+3
Jpp(N+1)=27N DN+3[1—(—j }I ,

gdzie

| =f JI-B2 BN dB

Catke | obliczymy podstawiaic

BZ=n - dﬁ:%n‘”zdn
czyli

| :Ejl‘ (t-n)Zn"2"dn
2

0

Jest to catka Eulera | — rodzaju. Gale mozna przedstawi w postaci
kombinacjiI" - funkcji

/'1+1j/' 3)
|=1 2n 2
2 /'(1+1+3j
2n 2

a po dalszych przeliczeniach otrzymamy

3n+1

| :LZN{/'(1+%HZ[/'(2+ N)™

Ostatecznie moment bezwtadnbrury wynosi

_ g (A
J,(N +1)=a,D {1([)) ]

gdzie

a, % {r(ygﬂ 2 [ (2+N)]
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W przypadku szczegélnym, petnego przekroju kotowedad =0)
otrzymamy

J,,(N +1)=a,DN*®

Wykresy zalenadici a,(n) i a,(n) przedstawiono na rys. 1.15b

ai, 02

0,24 ;0,2(
oy L —]
0,20;0,1 ——

0,16 : 0,1 j 2 az

0,12, 0,0§ /

1 3 5 7 9 11 13 n

Rys. 1.15b
Ostatecznie rozklad nagien w przekroju prostakknym bxh okresla wzér

M - n
011 = N72 X3N . o=
abh 2n+1

Natomiast w przypadku liniowo sgtystym (n=1) zachodzi

12M

Ull:_bhg 3 o, 0=

1
12

Z poréwnania rozktadéw nagren w przypadku nieliniowym i liniowym
wynika mazliwosé szacowania rnicy standw nagzen w zadaniach liniowych
i nieliniowych.

0-11(”) _ 1 (EJN—l
Jll(nzl) 120’1 h

Rozktad napgzen w przekroju rurowym ma posta

51



01=

PERRGC
azDN+3 1_( d j J
D
gdzie

02—2(3:+1_/'(1+ H [F(2+N)™

Natomiast wart& momentu bezwiladsoi J, dla przekroju rurowego w
zadaniu liniowym obliczymy w sposéb odmienny prperéwnanie momentéw
bezwtadnéci J, i J; z biegunowym momentem bezwtadobJ,. Zachodzi

v

3= %2dF, J=[x2dF, 3,=3,+3; =[x +x2)dF
F F F

Wyznaczymy teraz biegunowy moment bezwiadnol, wprowadzajc
nowg zmienry

PP=x%"+x%’, dF =2pdp

zamieniagc wowczas cakk podwadjry ha pojedyncg

D/2 D/2
Jo= 2mpdp=27r
J pr2mpdo d/2 ’27{ ]

d/2

Z uwagi na symetgiprzekroju otrzymamy

ey

Ostatecznie naptenie g;, obliczymy z wzoru

] -
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ZADANIE 1.16.

Nalezy okresli¢ rozklady napgzen tngcych w skecanym momentemM
precie kotowym o promieniur (rys. 1.16), wykonanym z nieliniowego
materiatu spgzystego o réwnaniu fizycznyro,, =A£(i)N gdzie

A
O<p<r
A
013
T
l' \ - :0'12
[
/]
X 3 K ) X
> ) —=) >
b
b U,
~
Rys. 1.16

3 1
0 ﬂ/E%Sj S =05 —:—30.«5”,
2 L1
& 7398 & TET 3%

W powyzszych wzorach symbole;;, i &;, sa intensywnéciami napgzen i
odksztalcé, a S i g - dewiatorami napzen i odksztatce.

Rozwigzanie
Pole przemieszcaeprzyjmiemy w postaci

u, =0, U, =-2a%xx%;0, u; =2axX,
Odksztatcenia
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Wynosz

EL =Ky, Ep =%, €370, £,=6,=63=0- ¢ =0- & =¢

Wynika std, iz w tym przypadku wobee; = @ensor odksztatéepokrywa
sig z dewiatorem odksztatie Natomiast intensywrso odksztaice &, , ktora
wystepuje w réwnaniu fizycznym obliczymy z zaleosci

2 1 1
g(i)z :E(gij _:_ggkka-ijj(gii “gfkkdu)

stad
J2

&) :?\/(511 - 522)2 + (511 - 533)2 + (522 - 533)2 +6(5122 +Ef+ 5223)

W naszym przypadki;, wynosi

V2 de +e2) J12 V12
&(iy :? 6le, +eis :Ta\/ Xy +Xg” ZTPU

Znajgc intensywné¢ odksztatcé g, wyznaczymy z réwnania fizycznego
intensywnd¢ napgzen o;;,

2_3 1 1
o) _E(a” —gakKJij J(O’ij —gakkb'ijj
stad

1
) :ﬁ\/ (011 Oy )2 +(011 -0 33)2 +(022 -0 33)2 +6(0122 +0+ 0223)

W naszym zadaniu wygiuje jedynieo,, i g,, stad

Ty =30}, +a7; =V3r

gdzie

_[ 2 2
=0, * 013

Z rowna fizycznych otrzymujemy wzOr na nagenie stycznea
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gy =~ 3T—A{—,OO’J - r=B(pa)"

gdzie
\/_
[ 3
Znajac napezenie 7 mazna okréli¢ moment skecajacy K

K =f rdezj rp2ﬂpdp=j B(oa)" p2mpdp=

0
= Ba ij+22m|p 2mBa™ :\I 3-Ba Jo(N+1)
Z zalezn050| tej wyznaczymy nieznany parametr

v_ (N +3)K
a 27YBI’N+3

Ostatecznie poszukiwany rozklad ng@h tngcych w  nieliniowo
Sprzystym pecie ma posta

— N+3) T N K N
r=(N +3)2m ") 'k p e

Naprezenie to przyjmie najvweksz wartas¢ w skrajnych widknachp =r .

ZADANIE 1.17.

Analizowa: bedziemy wiasnéci standw naprzen w zginanym pgcie
wykonanym z lepkospeystej matrycy o polu przekroju i sciskanej F, i
funkgcji relaksacji Ei(t) zbrojonej spgzystymi prtami o polu przekrojuF, i
module spgzystasci E, (rys. 1.17a). Rty te wzmacnigj gtéwnie stref
rozciggarg nieodpornego na gnienie kompozytu, w ktérej pojawityesrysy.
Z sytuacy takg spotykamy si zarbwno w analizie konstrukdjelbetowych jak i
kompozytow z plastykéw wzmacnianych przypowierzoiwo.
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Naprzenia i sity Odksztatcenia
W przekroju ,y

3 w przekroju 4%s

0-1:47 \ X[h €1=KX3
_ v 0 X
i LR,
FzO’{ F2 =82: K(ho —X)

1 -/ - a A -

¥

Rys. 1.17a

e

Rozwigzanie

a) Skiladnik pierwszy (matryca) jest cialem lepkespstym, a drugi
(zbrojenie) - smzystym. Catéé bedzie posiadata cechy lepkospyste i jest
jednokrotnie wewetrznie statycznie niewyznaczalna. O#fmay teraz
zaleznos¢ moment zginaycy - krzywizna z zatnosci geometrycznych

& = KX3, £2=K(h0—X) X = const

fizycznych
0, =E,(t)0de,, 0, =E.g, = E,H(t)* de,

wyrazen na momenty zginage w matrycy
M, = [ 0,%dF; = E,(t) Odiog’dR, =3, (t) Tk
oraz w zgrojeniu i
M, = 0,F,(h - X) = E,F, (hy — x)*H (t) Odx
Stid

M=M;+M, = |_‘]1E:L(t)+ Eze(ho - X)ZH (t)JDdK

b) Zauwamy, ze zmiany momentM jako kombinacje funkcjiE(t)
(rys. 1.17b) postaci
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M
M (t) 2?0[31'51('[)“L E,F,(ho - X)z]
spowoduy, iz krzywizna kedzie stata
M
FO[‘JlEl + Eze(ho - X)Z] = [‘JlEl +EF, (ho - X)Z]EHK -

- MO:BK—M(:%H(t)

A

\ M]_:\]J_EJ_MO,B
\

A

M

Mo=EF(ho-x)*M/B

v

Rys. 1.17b

Wynik ten oznaczazistatle deformacje otrzymamy przy matsj w czasie
wartasci momentu. Wowczas nagenia w matrycy bda malet

M X M X
0, = E(t) Ddx = —22 E (t) TdH =$E1(t)
A A
o1 o2
- Gl(t=0):E1(t=0) MOX3/B
0'2:E2M0 (ho'Xg)/B
t t
Rys. 1.17c

z& W zbrojeniu spgzystym kpda state (rys. 1.17c)
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0, = EzH(t)DdK(ho_x)z

¢) Wyznaczymy z kolei relagj miedzy krzywizrg «, a momentami
czastkowymi M, i M,, korzystagc, z odwrotnych réwnafizycznych

g=Ct)0do, i e :Eiaz =G,H (t)Odo,

2

Podstawiajc do nich réwnania geometryczne oraz caj&uglementarne
momenty uzyskamy wzory na krzywizny

Kk%*dF = [C,(t) Odo, xdF, -
J 3 Il() %5

Fy Fy
L K3, =C,(t)0dM, - K =Jilcl(t)mouv|l
oraz
g, =k(hy - %), «'(h, - x)*F, :Eizaz(h0 - x)F, -
S k'(hy—x) = 1 M, - k'= 1 G,H (t) OdMm,
F,E, F, (h, - x)?

Moment zginajcy M jest sumg momentow czstkowych M =M; +M,,
stad rozdziat momentow otrzymamy z rozzénia ukladéw rownacatkowych

Jicl(t) M, - [, (, - xF &, H () am, = 0

i My(t)+ M, (t)=M()

z ktérego dla znanego zewtrenego momentu zgingiego M nalezy wyliczyé
M, i M,.
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d) Zauwamy, iz zmianomM, =M §C1(t) w zbrojeniu towarzyszy

L), - [ - emic, )m) =0

1

stad
SM)=[Felr =T M () - w0 =mim ()

M4

M>=M 20 Ci(t)

A

M;=M;° H(t)

v

Rys. 1.17d

Wynika wiec, iz moment M; musi by staly w czasie, a sumaryczny
moment ma poséa

M (t)= MZH (t)+ M2Cy(t)
w ktorej stateM i M3 powigzane § relach

-1
M = 3,[F, (h, - %[ "G,M2

Przeanalizowadimy tu drugi szczegodlny proces, w ktorym ngenia w
matrycy g state (por. poprzednie przyktady), natomiast gagmia w zbrojeniu
narastaj zgodnie z zalencicia o, = gJC,(t), analogicza do funkcji petzania
matrycy.

e) Badalimy tutaj dwa szczegdllne procesy reologiczne wecipr
lepkospezystym wzmochionym zbrojeniem. W pierwszym przypadkyto
state napgzenie w zbrojeniu, Zaw drugim - w matrycy. Natomiast moment
zewretrzny M byt malepcy lub rosacy. W przypadku statego momentu
zewretrznego naley rozwigzat uktad rowna z punktu c).

Podane w tym zadaniu rozumowanie po uzupetnienmaate postay¢ do
okreslania standéw napgen w zginanych belkachzelbetowych, w ktérych
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dochodzi do redystrybucji nagten w zbrojeniu i betonie. Przyktadowo, statej
wartasci momentu w przekroju towarzyszy wzrost z uptywezasu nagzen w
zbrojeniu oraz ich spadek w betonie.

ZADANIE 1.18.

W liniowej lepkospezystasci o rownaniu fizycznymo = ECde zalenosé
momentu zginajcegoM od krzywizny ma posta

M = JE(t)d«

Nalezy znale¢ relacg odwrotry tj. wyrazenie okrélajace krzywizre w
zalezncsci od momentu.

Rozwigzanie
a) Z réwna fizycznych £=E}(t)ldoc po podstawieniu réwria
geometrycznyche =« x5 i uwzgkdnieniu warunkow rownawewrgtrznych

M =_[ax3dF
F

otrzymamy
[K X3 %dF = [E7Y(t) o xdF - & [ x3?dF =dE™(t) 0 0 xgdF —
F F F F

k=1 M WE(t) gdzie ECJE™ =H

J22
Jest to poszukiwana zatesé krzywizny od momentu.
b) Jereli teraz postawimy pytanie jak powinn@ gmieni& obchzenie P(t),
a tym samym momentM (t)-M,(t), aby przemieszczenia belki byly
u=uyg(t), gdzie uyg(t) jest dane, to odpowiédwynika ze stwierdzeniae
dla

Uod(t) — Xgk =u — Kk =Kog(t)

stad
M (t)=JE(t)d & = Ik E(t) g
za

M(t)z%“a"P;’(t)

stad
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> a’Pf(t)=Jk,Edg — f(t)= AE(t)g

ZADANIE 1.19.

Zaleznosci migdzy sify osiowg w precie N, a jego wydtaeniem A majp
postéa

A=gl=N Douz—l(t)'F

Nalezy znalerc¢ relacg odwrotry tj. wyrazic site osionyg N przez wydhienie

Rozwigzanie
Wz06r na wydhienie otrzymano z réwnania fizycznego

£:JEUE‘1(t)=% NTHE(t) - & :IEN * dE1(Y)

Z punktu widzenia matematycznego mamy do czynieniadwnaniem
catkowym, ktérego rozwgzania czyli funkcji podcatkowej poszukujemy.
Rozwamy teraz odwrotne do pierwszego réwnania fizycznego

o=¢E(t)

ktére jest poszukiwanym rozgdaniem pierwszego rownania fizycznego.
Sprobujmy fizykala interpretagji przenié¢ na zalenosci ,sita osiowa -
wydtuzenie”. Po scatkowaniu po powierzchni przekréjuzachodzi

o=E(t)de -~ N=FedE(t) -~ N =IE/1 [HE(t)
Oraz

e=E"(t)to =0 TdE™ () - f_F —E()cN - A ='E N CHE™(t)

Z tych wzajemnych relaciji

o=E(t)de - =|E E(t)
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e=E"(t)do - ='E ()N

wynika, z s3 one wzajemnymi rozwzaniami relacji sita osiowa-wydtenie.
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